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Kapitola 1

Úvod

Of course, there is no hope of observing this phenomenon directly.

(Albert Einstein, 1936)

1.1 Gravitačńı čočky

Ohyb světla v gravitačńım poli se studuje už v́ıce než 200 let. Prvńı výpočty
úhlu ohybu z devatenáctého stolet́ı byly založené na Newtonově gravitačńım
zákonu, ale experimentálńı ověřeńı proběhlo až na základě výpočt̊u ply-
noućıch z obecné teorie relativity (Einstein, 1916) během úplného zatměńı
Slunce v roce 1919. Pro ohyb světla v gravitačńım poli objekt̊u mimo Slunce
se ujal termı́n gravitačńı čočkováńı.

Zwicky (1937) ukázal, že vzdálené galaxie mohou fungovat jako gra-
vitačńı čočky a že jev může být pozorovatelný. Prvńı př́ıpad kvazaru zobra-
zeného galaxíı objevili Walsh, Carswell a Weymann (1979) a prvńı obrazy
plošných zdroj̊u, galaxíı, zobrazených kupou galaxíı pozorovali Lynds a Pe-
trosian (1989). V současné době je známo v́ıce než 100 gravitačńıch čoček.

Podrobnou historii gravitačńıho čočkováńı lze nalézt např́ıklad v knize
Schneider a kol. (1992).

1.2 Gravitačńı mikročočky

V roce 1936 publikoval Albert Einstein myšlenku, že jako gravitačńı čočka by
mohla fungovat běžná hvězda. Einstein ale pokládal efekt za natolik málo
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pravděpodobný (viz citát v úvodu kapitoly), že ho nebude možné př́ımo
pozorovat.

Na přelomu sedmdesátých a osmdesátých let se ukázalo (např. Chang a
Refsdal, 1979), že i když hvězdy v halu čočkuj́ıćı galaxie nedokáž́ı vytvořit
rozlǐsitelné obrazy vzdáleného kvazaru, jejich vlastńı pohyb zp̊usob́ı časovou
proměnnost součtu jasnosti d́ılč́ıch obraz̊u a t́ım i celého zobrazeného kva-
zaru. Tento jev byl nazván mikročočkováńı. Dnes se toto označeńı použ́ıvá
pro jakékoliv gravitačńı čočkováńı, při kterém nemůžeme rozlǐsit jednotlivé
obrazy, ale můžeme pozorovat časové změny jasnosti.

Paczyński (1986) zkoumal možnost mikročočkováńı hvězd ve Velkém
Magellanově mračnu (LMC) baryonickou temnou hmotou v kompaktńıch
objektech v halu Galaxie a dospěl k výsledné pravděpodobnosti řádu 10−6.
Sledujeme-li tedy najednou milion hvězd v LMC, bude přibližně jedna z nich
zjasněná gravitačńım mikročočkováńım. Takovéto objekty můžeme odha-
lit d́ıky časové závislosti jasnosti zp̊usobené vzájemným vlastńım pohybem
čočkované hvězdy a čočkuj́ıćıho objektu. Tuto závislost nazýváme světelnou
křivkou. Objekty z galaktického hala zp̊usobuj́ıćı čočkováńı byly nazvány
MAssive Compact Halo Objects (MACHOs).

Technologie potřebná k hledáńı mikročoček začala být k dispozici už za
několik let po Paczyńského práci, což nastartovalo na počátku devadesátých
let monitorovaćı projekty OGLE1, EROS2, MACHO3 a DUO4. V letech 1992
a 1993 ohlásily všechny skupiny prvńı kandidáty na mikročočky, kterých je
v současné době známo už téměř tři tiśıce.

Vı́ce než čtrnáct let fungováńı mikročočkových monitorovaćıch projekt̊u
odhalilo jako vedleǰśı př́ınos mnoho nových poznatk̊u v r̊uzných oblastech
astronomie, předevš́ım výzkumu proměnných hvězd. Hlavńım výsledkem
mikročočkovaćıch monitorovaćıch projekt̊u je zjǐstěńı, že kompaktńı bary-
onická tělesa s hmotnost́ı 10−7 − 1 M� (Afonso a kol., 2003) netvoř́ı většinu
galaktické temné hmoty. O ńı se v současnosti většinou přepokládá, že se
skládá z exotických částic (Evans, 2003).

1Optical Gravitational Lensing Experiment, http://www.astrouw.edu.pl/~ogle/
2Expérience pour la Recherche d’Objets Sombres, http://eros.in2p3.fr/
3MAssive Compact Halo Objects, http://wwwmacho.mcmaster.ca/
4Disk Unseen Objects
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1.3 Dvojité gravitačńı mikročočky

Speciálńı př́ıpad mikročočkováńı nastává v situaci, kdy čočku tvoř́ı dva
hmotné objekty ve stejné vzdálenosti. Nezanedbatelná část hvězdné popu-
lace se vyskytuje ve v́ıcenásobných systémech, takže by určitá část pozoro-
vaných událost́ı měla být zp̊usobena dvojitými čočkami. Mao a Paczyński
(1991) odhadli tuto část na přibližně 10%. Světelné křivky dvojitých gra-
vitačńıch mikročoček vykazuj́ı specifický tvar odlǐsný od jednoduchých čoček
(viz Kapitola 2), což v př́ıpadě dostatečně hustého pokryt́ı světelné křivky
umožňuje jejich snadnou identifikaci.

Prvńı př́ıpad dvojité mikročočky publikovali Udalski a kol. (1994) a v sou-
časnosti je známo několik deśıtek událost́ı vysvětlovaných dvojitou mikro-
čočkou. Např́ıklad Thomas a kol. (2005) analyzovali 528 mikročoček z dat
projektu MACHO v letech 1993–1999 a našli 17 dvojitých mikročoček a 24
možných dvojitých mikročoček, což odpov́ıdá zastoupeńı 3–8%.

Dı́ky dvojité gravitačńı mikročočce se poprvé v historii podařilo určit
hmotnost čočkuj́ıćıho objektu (An a kol., 2002) nebo nalézt exoplanetu
o hmotnosti srovnatelné se Zemı́ (Beaulieu a kol., 2006).

Využit́ı se dvojité mikročočky dočkaly i při určováńı rozložeńı intenzity
zářeńı na povrchu zdroje. V geometrii dvojitých mikročoček se totiž vy-
skytuj́ı tzv. kaustické křivky (podrobněji v Kapitole 2), na kterých se dosa-
huje formálně nekonečného zjasněńı. Přecháźı-li plošný zdroj přes kaustickou
křivku, jsou některé části zjasněny výrazně v́ıce než ostatńı a ze světelné
křivky je možné rekonstruovat plošný jas zdroje. Většinou bývaj́ı čočkou
zobrazeny hvězdy, u nichž plošnou jasnost ovlivňuje okrajové ztemněńı. Zá-
řeńı z centra kotouče a z jeho okraj̊u k nám přicháźı z r̊uzné hloubky hvězdné
fotosféry, kde jsou i jiné teploty a tud́ıž i jiná jasnost. Kaustické přechody
nám tak umožňuj́ı př́ımo testovat modely hvězdných atmosfér na jiných
hvězdách než Slunce.

1.4 Ćıle práce

Ćılem práce je implementovat, vyzkoušet a porovnat r̊uzné metody výpočtu
světelných křivek dvojitých gravitačńıch mikročoček pro př́ıpad plošného
hvězdného zdroje s obecným rozložeńım jasnosti. Metody budou srovnány
jak z hlediska vhodnosti pro zdroj s obecným rozložeńım jasnosti, tak z po-
hledu výpočetńı náročnosti měřené předevš́ım procesorovým časem a vy-
užit́ım paměti.
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Kapitola 2

Teorie gravitačńıch mikročoček

2.1 Ohyb světla v poli dvou hmotných bod̊u

Necht’ se ve vzdálenosti DOL od pozorovatele nacháźı dva hmotné body
o hmotnostech mA a mB a celkové hmotnosti M . Pro polohy obraz̊u v ro-
vině kolmé na spojnici pozorovatel–čočka (viz Obrázek 2.1) zavedeme úhlový
souřadný systém (θ1, θ2) tak, že osa θ1 procháźı hmotnými body a počátek
souřadnic zvoĺıme v těžǐsti. Stejným zp̊usobem zvoĺıme i úhlové souřadnice
(β1, β2) pro polohu zdroje. Z ,,bočńıho pohledu“ na Obrázku 2.2 plyne

�β = �θ − DLS

DOS

�α. (2.1)

Uvažujeme-li paprsky procházej́ıćı ve vzdálenosti podstatně větš́ı, než je
Schwarzschild̊uv poloměr obou hmotných bod̊u, bude úhel odklonu �α dán
složeńım úhl̊u odklon̊u od obou čoček

�α =
1

DOL

4GM

c2

⎛
⎝µA

�θ − �θA

|�θ − �θA|2
+ µB

�θ − �θB

|�θ − �θB|2

⎞
⎠ , (2.2)

kde G je gravitačńı konstanta, c rychlost světla, �θA a �θB úhly, pod kterými
vid́ı pozorovatel hmotné body, µA = mA/M a µB = mB/M .

Definujeme nové úhlové souřadnice �x = �θ/θE a �y = �β/θE, kde θE

představuje tzv. Einstein̊uv úhel definovaný vztahem

θE =

√
DLS

DOSDOL

4GM

c2
. (2.3)
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Obrázek 2.1: Souřadnice použité pro popis poloh obraz̊u (prázdná hvězdička)
a zdroje (plná hvězdička).

V př́ıpadě typické galaktické mikročočky (M ∼ 1 M�, DOL ∼ 6 kpc) do-
sahuje θE řádu několika tiśıcin úhlové vteřiny, což neumožňuje optickým
teleskop̊um rozlǐsit jednotlivé obrazy (rozlǐseńı Hubbleova kosmického da-
lekohledu je maximálně ∼ 0,1′′). Typické vzájemné tangenciálńı rychlosti
hvězd v Galaxii dávaj́ı dobu přechodu tE zdroje přes úsečku o délce θE

(a t́ım i časovou škálu trváńı úkazu) v řádu deśıtek až stovek dn̊u.
V nových souřadnićıch přejde čočková rovnice (2.1) do jednoduchého

tvaru

�y = �x − µA
�x − �xA

|�x − �xA|2 − µB
�x − �xB

|�x − �xB|2 , (2.4)

kde �xA = �θA/θE a �xB = �θB/θE. Z použitých konvenćı plyne µA + µB = 1,
�xA = (−µBd, 0) a �xB = (µAd, 0), kde d je vzdálenost mezi hmotnými body
v souřadnićıch �x.

Rovnice (2.4) popisuje závislost polohy zdroje na poloze obrazu, ale
pro praktické použit́ı nás zaj́ımá opačná závislost. Potřebovali bychom tedy
čočkovou rovnici invertovat. Za t́ımto účelem zavedeme v rovině zdroje a čoč-
ky komplexńı souřadnice z = x1 + ix2 a ξ = y1 + iy2. Předchoźı konvence
z̊ustávaj́ı v platnosti, konkrétně jednotková úsečka má délku θE a polohám
hmotných bod̊u xA a xB odpov́ıdaj́ı č́ısla zA = −µBd a zB = µAd.
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Obrázek 2.2: Geometrie gravitačńı čočky. Paprsek vycháźı ze zdroje (S),
láme se v gravitačńım poli čočky (M) a dopadá do detektoru pozorovatele
(O), který vid́ı obraz (I). Převzato z Mollerach a Roulet (2002, str. 30).

V tomto přepisu vypadá rovnice (2.4) následovně

ξ = z − µA

z − zA

− µB

z − zB

, (2.5)

kde pruh znač́ı komplexńı sdružeńı. Provedeme-li komplexńı sdružeńı celé
rovnice a dosad́ıme do (2.5) za z, dostaneme po několika úpravách polynom
pátého stupně v proměnné z s komplexńımi koeficienty

5∑
i=0

aiz
i = 0. (2.6)

Koeficienty ai záviśı pouze na poloze zdroje, hmotných bod̊u a jejich hmot-
nostech mA a mB, ale kv̊uli jejich značné délce neuvád́ım explicitně celý
výraz. Kořeny polynomu udávaj́ı polohy obraz̊u. Vzhledem k užitým úpra-
vám je nutné vždy zkontrolovat źıskané polohy obraz̊u s rovnićı (2.5). Kořeny
polynomu pátého stupně je nutno hledat numerickými prostředky, což zne-
možňuje provést analytickou inverzi čočkové rovnice.

Vzhledem k tomu, že gravitačńı čočkováńı zachovává plošnou jasnost
zdroje (např́ıklad Mollerach a Roulet, 2002, str. 34), udává zjasněńı A0 bo-
dového zdroje vztah

A0(�y) =
∑
j

1

|det Jj| , (2.7)

kde Jj je Jacobiho matice zobrazeńı (2.4), J(�x) = ∂�y/∂�x, vyč́ıslená v j-tém
obrazu źıskaném řešeńım rovnice (2.6) pro polohu zdroje �y. Derivováńım
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rovnice (2.4) źıskáme výsledný vztah pro jakobián

det J = 1 −
(

µA

|�x − �xA|2 +
µB

|�x − �xB|2
)2

+ 4µAµB
|(�x − �xA) × (�x − �xB)|2
|�x − �xA|4|�x − �xB|4 .

(2.8)
Necht’ je IS(�y) plošná jasnost (intenzita) plošného zdroje a II(�x) =

IS(�y(�x)) intenzita obraz̊u. Celkové zjasněńı plošného zdroje je dáno

A =

∫
ΣI

II(�x) dx1dx2∫
ΣS

IS(�y) dy1dy2

, (2.9)

kde ΣS je oblast pokrytá zdrojem a ΣI oblast pokrytá obrazy. S využit́ım
vztahu (2.7) dostaneme integraci jen v souřadnićıch zdroje

A(�y) =

∫
ΣS

A0(�y − �y ′)IS(�y ′) dy′
1dy′

2∫
ΣS

IS(�y ′) dy′
1dy′

2

, (2.10)

kde �y znač́ı polohu středu zdroje.
Pohyb zdroje lze ve většině př́ıpad̊u považovat za rovnoměrný př́ımočarý,

popsaný úhlem ϕ sevřeným vektorem rychlosti a osou y1 a minimálńı vzdá-
lenost́ı od těžǐstě u. Parametrem této př́ımky je čas t. Několik př́ıpad̊u
nepř́ımkových trajektoríı analyzuje např́ıklad Jaroszyński (2005).

2.2 Kritické a kaustické křivky

Z rovnice (2.8) vid́ıme, že pro některé hodnoty �x se determinant nuluje
a zjasněńı dané vztahem (2.7) dosahuje formálně nekonečné hodnoty. Pro
nebodový zdroj je samozřejmě zjasněńı podle vztahu (2.9) konečné.

Body, pro které det J = 0, tvoř́ı kritické křivky, které se po zobrazeńı
čočkovou rovnićı (2.4) nazývaj́ı kaustické křivky. V závislosti na vzdálenosti
čoček d maj́ı kritické (a také kaustické) křivky v́ıce část́ı. Pro d menš́ı
než řešeńı rovnice 27µAµBd8 = (1 − d4)3 jsou trojd́ılné, pro d větš́ı než

(µ
1/3
A + µ

1/3
B )3/2 dvojd́ılné a v ostatńıch př́ıpadech jednod́ılné (Schneider a

kol., 1992, str. 264). Implicitńı rovnice v polárńıch souřadnićıch popisuj́ıćı
kritické a kaustické křivky a detailńı rozbor jejich tvar̊u podali Schneider a
Weiß (1986).

Lze ukázat, že v př́ıpadě dvojité mikročočky má zdroj bud’ tři nebo pět
obraz̊u. Změna počtu obraz̊u nastává při přechodu zdroje přes kaustickou
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křivku. Uvnitř křivky je počet obraz̊u vyšš́ı, což se ve světelné křivce pro-
jev́ı prudkou změnou jasnosti. Přechod zdroje přes kaustickou křivku trvá
hodiny až deśıtky hodin, takže zachyceńı tohoto úkazu vyžaduje spolupráci
mezi observatořemi rozmı́stěnými na r̊uzných zeměpisných délkách. Mezi
projekty zabývaj́ıćı se fotometríı mikročoček s vysokým časovým rozlǐseńım
patř́ı např́ıklad PLANET1, MPS2 a µFUN3.

2.3 Okrajové ztemněńı

Rozložeńı intenzity zářeńı na povrchu hvězd (pro danou vlnovou délku λ) se
většinou popisuje pomoćı radiálně symetrické funkce Iλ(r), kde r je radiálńı
vzdálenost od středu měřená v poloměrech kotoučku hvězdy. Okrajové zte-
mněńı hvězd se aproximuje bud’ lineárńım modelem

Dλ(r) = Iλ(r)/Iλ(0) = 1 − xλ(1 −
√

1 − r2) (2.11)

nebo některým z nelineárńıch model̊u, např́ıklad logaritmickým

Dλ(r) = 1 − xλ(1 −
√

1 − r2) − yλ

√
1 − r2 ln

√
1 − r2 (2.12)

nebo odmocninným

Dλ(r) = 1 − xλ(1 −
√

1 − r2) − yλ(1 − 4
√

1 − r2). (2.13)

Koeficienty xλ a yλ uvád́ı pro hvězdy r̊uzných efektivńıch teplot, povr-
chových zrychleńı a pro r̊uzná spektrálńı pásma např́ıklad Van Hamme
(1993).

Všechny zmı́něné analytické modely nepostihuj́ı dostatečně přesně okra-
jové ztemněńı u skutečných hvězd, které lze lépe popsat pomoćı PCA analýzy
model̊u hvězdných atmosfér (Heyrovský, 2003).

1Probing Lens Anomalies NETwork, http://planet.iap.fr/
2Microlensing Planet Search, http://bustard.phys.nd.edu/MPS/index.html
3Microlensing Follow-Up Network, http://www.astronomy.ohio-state.edu/~microfun/
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Kapitola 3

Metody výpočtu světelných
křivek

Dvojité gravitačńı mikročočky představuj́ı poměrně speciálńı př́ıpad gra-
vitačńıch mikročoček s obecným rozložeńım hmotnosti a ne všechny metody
vyvinuté jako účinné pro jednu speciálńı situaci muśı být vhodné pro jinou.
Např́ıklad pro bodový zdroj a dvojitou čočku nalezneme obrazy pomoćı in-
verze rovnice (2.5). Z pěti kořen̊u vyprodukovaných polynomem (2.6) se vy-
berou ty, které po dosazeńı do čočkové rovnice (2.5) odpov́ıdaj́ı poloze zdroje.
Pro ty se spoč́ıtá zjasněńı vztahem (2.7) a sečtou se. Nicméně v př́ıpadě
obecného rozložeńı intenzity na povrchu nebodového zdroje muśıme postu-
povat jinak.

3.1 Integrace přes zdroj

V této nejstarš́ı metodě se integruje vztah (2.10). Kotouček hvězdy se rozděĺı
na elementy dostatečně malé, že je lze pokládat za body. Zjasněńı źıskaná
metodou pro bodový zdroj se po vynásobeńı intenzitou v daném mı́stě po-
vrchu a velikost́ı integračńı plošky sečtou.

Problémy s touto metodou nastávaj́ı pobĺıž kaustických křivek, pro něž
vztah (2.8) diverguje. Metoda zp̊usobuje, že pro konečně velké elementy
může být vypoč́ıtané zjasněńı natolik velké, že i v součinu s malou velikost́ı
plošky dá nesmyslně velkou hodnotu. Tento problém lze řešit zvětšováńım
počtu element̊u, vhodnou modifikaćı vztahu pro zjasněńı či dodatečným vy-
hlazeńım výsledné křivky.

Tuto metodu jsem dále nezkoumal, protože je nav́ıc na prvńı pohled
neefektivńı kv̊uli opakovanému hledáńı kořen̊u polynomu (2.6).
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3.2 Integrace Greenovou větou

Ve vztahu pro zjasněńı plošného zdroje (2.9) dokážeme jmenovatel spoč́ıtat
snadno, ale vyč́ıslit plošný integrál v čitateli nemuśı být tak jednoduché.
Využijeme Greenovy věty, která ř́ıká, že máme-li funkce P (x1, x2) a Q(x1, x2)
spojité i se svými prvńımi parciálńımi derivacemi na oblasti Ω, pak plat́ı

∫
Ω

(
∂Q

∂x1

− ∂P

∂x2

)
dx1dx2 =

∫
∂Ω

(P dx1 + Q dx2), (3.1)

kde ∂Ω je hranice oblasti Ω. Plošný integrál v čitateli rovnice (2.9) lze při
znalosti funkćı P a Q převést na křivkový. Explicitńı tvar funkćı P a Q pro
uniformńı a lineárńı okrajové ztemněńı uvád́ı Dominik (1998) s poznámkou,
že výpočet člen̊u typu (1 − r2)n je velmi podobný.

Možnost převodu dvourozměrné integrace na jednorozměrnou je velice
lákavá, ale pro zdroj s obecným rozložeńım intenzity (daným např́ıklad ta-
belovanými hodnotami nebo s př́ıtomnost́ı skvrn na hvězdě) nemuśı být
snadné či možné naj́ıt funkce P a Q. Z tohoto d̊uvodu jsem se popsanou
metodou nezabýval.

3.3 Ray shooting

Daľśı zp̊usob výpočtu světelné křivky spoč́ıvá v použit́ı metody Monte Carlo.
Z náhodných mı́st v �x ,,stř́ıĺıme“ pomoćı rovnice (2.4) zpětné paprsky,
které necháváme akumulovat na mř́ıžce. Źıskáme tak dvourozměrnou mapu
zjasněńı (2.7) v proměnné �y. Celkové zjasněńı obecného zdroje v daném
mı́stě lze źıskat plošnou integraćı součinu funkce popisuj́ıćı intenzitu zdroje
a zjasněńı daného dvourozměrnou mapou.

Výhodou této metody je jednoduchost a to i v př́ıpadě čoček tvořených N
hmotnými body. Posláńı každého paprsku se totiž ř́ıd́ı rovnićı (2.4), která je
snadná na výpočet, takže i současné běžné stolńı poč́ıtače dokáž́ı vygenerovat
∼ 109 paprsk̊u v řádu deśıtek minut.

Implementace této metody je velmi př́ımočará. Počátečńı polohy paprsk̊u
jsem generoval náhodně pomoćı procedury ran3 z Press a kol. (2002, str. 283)
a po zobrazeńı rovnićı (2.4) byl paprsek bilineárńı interpolaćı rozdělen mezi
čtyři sousedńı pixely. Výpočet plošného integrálu jsem prováděl pro malé
zdroje po jednotlivých pixelech pomoćı dvourozměrné Gaussovy kvadratury
podle postupu z knihy Press a kol. (2002, str. 164). U kotoučk̊u velkých
hvězd zasahuj́ıćıch přes mnoho pixel̊u stač́ı vynásobit zjasněńı v daném pixe-
lu hodnotou intenzity hvězdy.
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3.4 Integrace přes obrazy

Daľśım použ́ıvaným zp̊usobem výpočtu světelných křivek je integrace přes
plochu obraz̊u podle vztahu (2.9). Vyjdeme z toho, že obrazy souvislých
plošných zdroj̊u tvoř́ı souvislé plochy, takže známe-li souřadnice alespoň
jednoho bodu z každého obrazu (např́ıklad řešeńım rovnice (2.6)), můžeme
zkoušeńım okolńıch bod̊u pomoćı rovnice (2.4) postupně zjistit celkové obra-
zy a vypoč́ıtat tak plošný integrál v rovnici (2.9).

Kořeny rovnice (2.6) jsem hledal pomoćı Laguerrovy metody implemen-
tované v proceduře zroots z knihy Press a kol. (2002, str. 374). Výše po-
psané procházeńı ohraničené plochy z jednoho počátečńıho bodu je známo
z poč́ıtačové grafiky jako ,,flood fill“ a existuje pro něj několik r̊uzně efektiv-
ńıch algoritmů. Pro potřeby výpočtu plošného integrálu muśıme zabezpe-
čit, aby byl každý pixel patř́ıćı do nějakého obrazu navšt́ıven právě jednou
a aby se minimalizovalo či úplně odstranilo rekurzivńı voláńı ř́ıd́ıćı procedury.
Z algoritmů popsaných v Shaw (2004) jsem vybral a mı́rně modifikoval rekur-
zivńı scan line, který vyplňuje obrazy postupně po řádćıch. Algoritmus jsem
dovybavil datovou strukturou tvořenou polem reprezentuj́ıćım diskretizova-
nou osu x2, jehož každým prvkem je lineárńı spojový seznam. Prvky tohoto
seznamu jsou rozsahy obraz̊u v ose x1 pro souřadnici x2 danou pozićı v poli.
Tato koncepce má kromě malého množstv́ı obsazené operačńı paměti výhodu
i v tom, že při rekurzivńım voláńı lze naráz vyloučit celý navšt́ıvený interval
pixel̊u v jednom řádku a výrazně tak sńıžit hloubku rekurze. Z této datové
struktury lze pak snadno źıskat i tvar všech obraz̊u plošného zdroje, ovšem
samozřejmě bez vah daných intenzitou zdroje.

Pokud se část plošného zdroje ocitne uvnitř kaustické křivky, zat́ımco
zbytek se nacháźı vně, objev́ı se dva nové obrazy, které jsou většinou oddělené
od zbylých tř́ı. Takovou situaci můžeme detekovat třemi zp̊usoby:

• Při přechodu bodu přes kaustickou křivku měńı jakobián daný vztahem
(2.8) znaménko. Toho lze využ́ıt tak, že diskretizujeme obvod kotoučku
hvězdy, pro každý bod najdeme polohy jeho obraz̊u a zkoumáme zna-
ménko jakobiánu. Vzhledem k nutnosti hledat kořeny polynomu (2.6)
a následně poč́ıtat determinant je tato metoda velmi neefektivńı.

• Vztah det J = 0 pro kritické křivky lze po přepsáńı do polárńıch
souřadnic vyjádřit jako polynom osmého stupně v radiálńı vzdálenosti
a druhého stupně v kosinu polárńıho úhlu. Postupnou změnou polár-
ńıho úhlu a řešeńım pro radiálńı vzdálenost aproximujeme kritické
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a kaustické křivky polygonem. Po diskretizaci obvodu kotoučku hvězdy
lze použ́ıt některý ze známých algoritmů pro zjǐstěńı, zda se bod na-
cháźı uvnitř polygonu. Tento zp̊usob nevyžaduje náročné výpočty, ale
při vyšš́ım počtu bod̊u na kaustické křivce trṕı algoritmy detekce bodu
uvnitř polygonu numerickou nestabilitou.

• Aproximace kritických a kaustických křivek polygonem jako v předcho-
źım bodě umožňuje detekovat přechod zdroje přes kaustickou křivku
i jiným zp̊usobem. Polygon definuje sadu úseček, pro něž lze analyticky
spoč́ıtat pr̊useč́ık s hranićı kruhové hvězdy. Užit́ım několika optimali-
zaćı lze dosáhnout přesně stejné rychlosti jako v předchoźım bodu, ale
bez problémů s numerickou nestabilitou. Tuto metodu jsem použil pro
detekci přechodu zdroje přes kaustickou křivku.

16



Kapitola 4

Srovnáńı metod a diskuse

Pro testováńı metod ,,ray shooting“ a ,,flood fill“ jsem zvolil dvojitou gra-
vitačńı mikročočku s poměrem hmotnost́ı q = mA/mB = 0,25 a vzdálenost́ı
mezi hmotnými body d = 0,7. Kaustické křivky tohoto systému jsou tedy
trojd́ılné a ukazuje je Obrázek 4.1. Tento Obrázek znázorňuje i pět vy-
braných testovaćıch trajektoríı. Dvě z nich jsou situovány dostatečně da-
leko od kaustických křivek, dvě přecházej́ı přes ,,hroty“ (cusps) kaustických
křivek a jedna kaustickou křivku prot́ıná.

Pro testovaćı účely jsem zvolil dva zdroje s okrajovým ztemněńım ř́ızeným
lineárńım zákonem (2.11) a koeficientem xλ = 0,483 odpov́ıdaj́ıćım hvězdě
o efektivńı teplotě 6000 K, povrchovém zrychleńı log g = 3,0 a filtru R
(červená oblast spektra) podle tabulky Van Hamme (1993). Poloměry zdroj̊u
byly ρ∗ = 0,02 (v násobćıch θE) a ρ∗ = 0,04. Celkové světelné křivky
jsou vykresleny na Obrázku 4.2 a detaily dvou kaustických přechod̊u na
Obrázku 4.3.

Pro srovnáńı kvality vypočtených světelných křivek f(t) jsem zvolil pa-
rametr σ definovaný vztahem

σ2 =

∫
[f(t) − m(t)]2 dt∫

m2(t) dt
, (4.1)

kde m(t) je referenčńı světelná křivka se zanedbatelným numerickým šumem.
Daľśım parametrem byla odchylka vypočtené a referenčńı křivky

δ(t) =
|f(t) − m(t)|

m(t)
, (4.2)

respektive jej́ı maximálńı hodnota

δmax = max
t

δ(t). (4.3)
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Obrázek 4.1: Vybrané testovaćı trajektorie pro dvojitou mikročočku s para-
metry q = mA/mB = 0,25 a d = 0,7. Uzavřené křivky znač́ı kaustiky, červené
pásy představuj́ı plochu postupně pokrytou kruhovými zdroji s ρ∗ = 0,04,
přes které jsou vykresleny žluté pásy pro zdroje s ρ∗ = 0,02 a přerušované
čáry jako trajektorie střed̊u. Hvězdičky udávaj́ı polohy hmotných bod̊u mA

(vlevo) a mB (vpravo). Šipka označuje směr pohybu zdroj̊u.
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Obrázek 4.2: Světelné křivky pro testovaćı trajektorie z Obrázku 4.1. Černé
čáry odpov́ıdaj́ı bodovým zdroj̊um, červené zdroj̊um s ρ∗ = 0,02 a modré
s ρ∗ = 0,04. Čas t = 0 př́ısluš́ı okamžiku, v němž pro střed zdroje plat́ı
y2 = 0 (viz Obrázek 4.1). Vodorovné úsečky v horńıch částech panel̊u ozna-
čuj́ı oblasti, pro něž je odchylka δ(t) mezi křivkami pro bodový zdroj a zdroj
s ρ∗ = 0,04 menš́ı než 0,002.
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Obrázek 4.3: Detaily kaustických přechod̊u. Panel (a) odpov́ıdá křivce 3
a panel (b) křivce 2 z Obrázku 4.2. Význam čar je stejný jako v Obrázku 4.2.

Z d̊uvod̊u zřejmých ńıže jsem referenčńı světelnou křivku m(t) poč́ıtal
pomoćı integrace přes obrazy. Výkonnostńı parametry testovaných metod
jsem fixoval tak, aby σ ∼= 0,002, což odpov́ıdá typickým chybám kvalitńıch
fotometrických měřeńı. Světelnou křivku jsem poč́ıtal v 1000 bodech odpo-
v́ıdaj́ıćıch ∆t/tE = 2,04 · 10−3 pro Obrázek 4.2, ∆t/tE = 3,10 · 10−4 pro
Obrázek 4.3a a ∆t/tE = 2,10 · 10−4 pro Obrázek 4.3b. Výpočetńı rychlost
jsem měřil na notebooku s procesorem Celeron 2.4 GHz, 500 MB operačńı
paměti a kompilátorem GCC. Výsledky měřeńı jsou uvedeny v Tabulce 4.1
pro celkové křivky znázorněné na Obrázku 4.2 a v Tabulce 4.2 pro detaily
světelných křivek z Obrázku 4.3. Doby výpočtu uvedené v Tabulce 4.1 ne-
zahrnuj́ı čas strávený na př́ıpravných činnostech souvisej́ıćıch s konfiguraćı
čočky. Konkrétně u stř́ıleńı paprsk̊u neńı zahrnuta doba nutná k vytvořeńı
mapy zjasněńı (2.7), která pro zdroj s ρ∗ = 0,02 činila 2230 sekund (5 · 109

paprsk̊u, velikost pixelu 2,44 · 10−4) a pro zdroj s ρ∗ = 0,04 činila 1270
sekund (3 · 109 paprsk̊u, velikost pixelu 3,67 · 10−4). U integrace přes obrazy
je třeba přič́ıst asi 1 sekundu na aproximaci kaustických křivek polygonem
o přibližně 1300 vrcholech.

Z tabulek je vidět, že při samotné integraci se rychlosti obou metod
výrazně nelǐśı. Deľśı časy pro ray shooting a zdroj s ρ∗ = 0,04 zp̊usobuje
vyšš́ı počet pixel̊u, přes které je třeba integrovat. Spolehlivost metod (cha-
rakterizovaná parametrem δmax) se snižuje pro trajektorie prot́ınaj́ıćı kaus-
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tické křivky. Př́ıčina tkv́ı v tom, že u stř́ıleńı paprsk̊u docháźı při výpočtu
mapy zjasněńı k rozmazáńı kaustických křivek a u integrace přes obrazy jsou
kaustické křivky nahrazeny polygonem.

Pro objektivńı srovnáńı metod je nutné vźıt do úvahy pro každou metodu
kromě údaj̊u z tabulek také čas strávený na př́ıpravných pracech. V tomto
ohledu ray shooting značně brzd́ı nároky na výpočet mapy zjasněńı, které od-
padaj́ı u integrace přes obrazy. Celkově je tedy integrace přes obrazy výrazně
rychleǰśı. Stř́ıleńı paprsk̊u může být výhodněǰśı v př́ıpadě, kdy potřebujeme
vytvořit mnoho r̊uzných světelných křivek pro jednu konfiguraci čočky nebo
v př́ıpadě čočky tvořené obecným rozložeńım hmoty, pro kterou je obt́ıžné
zjǐst’ováńı poloh obraz̊u a použit́ı integrace přes obrazy nemuśı tedy být
jednoduché či dokonce možné. V posledńı době se objevilo několik vylepšeńı
metody stř́ıleńı paprsk̊u (např. Rattenbury a kol., 2002), která dokáž́ı urych-
lit výpočet asi o jeden řád. I v tomto př́ıpadě je ray shooting přibližně o dva
řády pomaleǰśı než integrace přes obrazy. Z těchto d̊uvod̊u byly referenčńı
křivky m(t) poč́ıtány integraćı přes obrazy s velikost́ı pixelu přibližně 5·10−5

a t́ım pádem i zanedbatelným numerickým šumem.
Z Obrázku 4.2 můžeme vyč́ıst, že pro části trajektoríı v dostatečné vzdá-

lenosti od kaustických křivek lze bez ztráty přesnosti aproximovat plošný
zdroj bodovým. Protože výpočet světelné křivky o 1000 bodech pro bo-
dový zdroj trval přibližně 1,4 s, umožńı kombinace integrace přes obrazy
pro zdroje bĺızko kaustických křivek a aproximace bodovým zdrojem pro
zdroje daleko od kaustik ještě zvýšit rychlost.
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Tabulka 4.1: Č́ıselné srovnáńı metod výpočtu světelných křivek (o 1000 bo-
dech) pro křivky z Obrázku 4.2. V časech výpočtu τ neńı zahrnuta doba
strávená př́ıpravou mapy zjasněńı, respektive diskretizaćı kaustických křivek.

křivka ρ∗
Ray shooting Integrace přes obrazy
τ [s] δmax τ [s] δmax velikost pixelu (10−3)

1
0,02 2,47 0,0043 2,16 0,0084 1,32
0,04 4,34 0,0035 2,17 0,0081 2,50

2
0,02 2,48 0,019 2,34 0,019 1,47
0,04 4,36 0,012 2,35 0,011 2,94

3
0,02 2,47 0,014 2,60 0,016 1,79
0,04 4,36 0,0092 2,80 0,012 3,33

4
0,02 2,47 0,022 2,81 0,015 1,85
0,04 4,36 0,025 2,96 0,015 3,85

5
0,02 2,47 0,0058 2,34 0,0081 1,35
0,04 4,34 0,0060 2,30 0,0085 2,78

Tabulka 4.2: Č́ıselné srovnáńı metod výpočtu světelných křivek (o 1000 bo-
dech) pro křivky z Obrázku 4.3. V časech výpočtu τ neńı zahrnuta doba
strávená př́ıpravou mapy zjasněńı, respektive diskretizaćı kaustických křivek.

křivka ρ∗
Ray shooting Integrace přes obrazy
τ [s] δmax τ [s] δmax velikost pixelu (10−3)

a
0,02 2,47 0,0053 4,35 0,017 2,04
0,04 4,38 0,0033 4,97 0,017 4,00

b
0,02 2,47 0,025 4,01 0,018 1,79
0,04 4,47 0,018 4,44 0,021 3,57
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Kapitola 5

Závěr

V práci jsem implementoval a vyzkoušel dvě metody výpočtu světelných
křivek dvojitých gravitačńıch mikročoček (ray shooting a integrace přes obra-
zy) pro zdroj s obecným rozložeńım intenzity na povrchu. Daľśı dvě metody
(integrace přes zdroj a pomoćı Greenovy věty) jsem diskutoval a vyhodnotil,
že nejsou vhodné pro zdroj s obecným rozložeńım intenzity.

Pro porovnáńı obou metod jsem zvolil pět testovaćıch trajektoríı, z nichž
dvě nepřecházej́ı kaustické křivky, jedna přecháźı pouze přes hrot kaustiky,
jedna prot́ıná kaustickou křivku ve dvou mı́stech a jedna procháźı přes hrot
i dvě daľśı mı́sta kaustiky. Každá trajektorie byla prob́ıhána dvěma zdroji
s rozd́ılnými poloměry a lineárńım okrajovým ztemněńım. Dva kaustické
přechody jsem studoval v detailu.

Výsledné rychlosti obou metod shrnuté v Tabulkách 4.1 a 4.2 jsou srov-
natelné, ale po započteńı času stráveného na př́ıpravných činnostech jedno-
značně vycháźı jako rychleǰśı integrace přes obrazy pro všechny studované
trajektorie a velikosti zdroj̊u, stejně jako pro detailńı studium kaustických
přechod̊u.

Nejčastěji se světelné křivky poč́ıtaj́ı v rámci algoritmů na hledáńı pa-
rametr̊u čočky a zdroje z experimentálńıch dat, které většinou pracuj́ı ite-
rativně a vyžaduj́ı výpočet velkého množstv́ı světelných křivek pro r̊uzné
parametry. Pro tento úkol je integrace přes obrazy kombinovaná s apro-
ximaćı bodovým zdrojem pro mı́sta daleko od kaustických křivek výrazně
vhodněǰśı než ray shooting.
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